Ventesima lezione 28 maggio 2013 by Ritelli, Daniele
1/23 Pi?
22333ML232
Dipartimento di Statistica Universita` di Bologna
Matematica Finanziaria
aa 2011-2012
lezione 20: 28 maggio 2013
professor Daniele Ritelli
www.unibo.it/docenti/daniele.ritelli
2/23 Pi?
22333ML232
Ritroviamo i risultati nel caso del portafoglio a due titoli della scorsa
lezione usando i moltiplicatori di Lagrange.
Minimizzare, rispetto a w1, w2 la funzione
σ2 = σ21w
2
1 + σ
2
2w
2
2 + 2ρσ1σ2w1w2
con il vincolo w1 + w2 = 1.
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Ritroviamo i risultati nel caso del portafoglio a due titoli della scorsa
lezione usando i moltiplicatori di Lagrange.
Minimizzare, rispetto a w1, w2 la funzione
σ2 = σ21w
2
1 + σ
2
2w
2
2 + 2ρσ1σ2w1w2
con il vincolo w1 + w2 = 1.
La lagrangiana del problema e`
L(w1, w2;m) = σ
2
1w
2
1 + σ
2
2w
2
2 + 2ρσ1σ2w1w2 −m(w1 + w2 − 1)
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Imponiamo le condizioni di stazionarieta`
Lw1(w1, w2;m) = 0
Lw2(w1, w2;m) = 0
w1 + w2 = 1
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Imponiamo le condizioni di stazionarieta`
Lw1(w1, w2;m) = 0
Lw2(w1, w2;m) = 0
w1 + w2 = 1

2σ21w1 + 2ρσ1σ2w2 = m
2ρσ1σ2w1 + 2σ
2
2w2 = m
w1 + w2 = 1
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Imponiamo le condizioni di stazionarieta`
Lw1(w1, w2;m) = 0
Lw2(w1, w2;m) = 0
w1 + w2 = 1

2σ21w1 + 2ρσ1σ2w2 = m
2ρσ1σ2w1 + 2σ
2
2w2 = m
w1 + w2 = 1
Risolvendo il sistema troviamo
w1 =
σ2 (σ2 − ρσ1)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
, w2 =
σ1 (σ1 − ρσ2)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
,
m =
2
(
1− ρ2)σ21σ22
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
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Esempio Minimizzare il rischio di un portafoglio costituito da due
titoli a1 con σ1 =
1
4 e a2 con σ2 =
1
2 assumendo che ρ =
1
4
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1 + σ
2
2w
2
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16
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Esempio Minimizzare il rischio di un portafoglio costituito da due
titoli a1 con σ1 =
1
4 e a2 con σ2 =
1
2 assumendo che ρ =
1
4
σ2 = σ21w
2
1 + σ
2
2w
2
2 + 2ρσ1σ2w1w2 =⇒ σ2 =
w21
16
+
w1w2
16
+
w22
4
Risolviamo il problema di minimo con Lagrangiana
L(w1, w2;m) =
w21
16
+
w1w2
16
+
w22
4
−m(w1 + w2 − 1)
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
Lw1(w1, w2;m) = 0
Lw2(w1, w2;m) = 0
w1 + w2 = 1
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
Lw1(w1, w2;m) = 0
Lw2(w1, w2;m) = 0
w1 + w2 = 1

w1
8
+
w2
16
= m
w1
16
+
w2
2
= m
w1 + w2 = 1
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
2w1 + w2 = 16m
w1 + 8w2 = 16m
w1 + w2 = 1
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
2w1 + w2 = 16m
w1 + 8w2 = 16m
w1 + w2 = 1

w1 =
112
15
m
w2 =
16
15
m
w1 + w2 = 1
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
2w1 + w2 = 16m
w1 + 8w2 = 16m
w1 + w2 = 1

w1 =
112
15
m
w2 =
16
15
m
w1 + w2 = 1

w1 =
112
15
m
w2 =
16
15
m
112
15
m+
16
15
m = 1
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
2w1 + w2 = 16m
w1 + 8w2 = 16m
w1 + w2 = 1

w1 =
112
15
m
w2 =
16
15
m
w1 + w2 = 1

w1 =
112
15
m
w2 =
16
15
m
112
15
m+
16
15
m = 1
Conclusione
w1 =
7
8
, w2 =
1
8
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Se con gli stessi valori di rischio consideriamo una correlazione di segno
negativo, ad esempio ρ = −14 otteniamo
σ2 = σ21w
2
1 + σ
2
2w
2
2 + 2ρσ1σ2w1w2 =⇒ σ2 =
w21
16
− w1w2
16
+
w22
4
che conduce alla scelta ottima
w1 =
3
4
, w2 =
1
4
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Se non specifichiamo il valore di −1 < ρ < 1 otteniamo il rischio
σ2 =
w21
16
+
w22
4
+
ρ
4
w1w2
che conduce alla ripartizione ottimale del portafoglio
w1 =
2(2− ρ)
5− 4ρ , w2 =
1− 2ρ
5− 4ρ
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Per vedere se siano possibili posizioni di short sul titolo piu` rischioso
in funzione della correlazione basta risolvere il sistema di disequazioni
1− 2ρ
5− 4ρ > 0
−1 < ρ < 1
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Per vedere se siano possibili posizioni di short sul titolo piu` rischioso
in funzione della correlazione basta risolvere il sistema di disequazioni
1− 2ρ
5− 4ρ > 0
−1 < ρ < 1
=⇒ −1 < ρ < 1
2
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E` interessante studiare l’andamento del rischio minimo in funzione
della correlazione
σ2 =
w21
16
+
w22
4
+
ρ
4
w1w2
con
w1 =
2(2− ρ)
5− 4ρ , w2 =
1− 2ρ
5− 4ρ
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E` interessante studiare l’andamento del rischio minimo in funzione
della correlazione
σ2 =
w21
16
+
w22
4
+
ρ
4
w1w2
con
w1 =
2(2− ρ)
5− 4ρ , w2 =
1− 2ρ
5− 4ρ
Si trova
σ2 =
(1− 2ρ)2
4(5− 4ρ)2 +
(2− ρ)ρ(1− 2ρ)
2(5− 4ρ)2 +
(2− ρ)2
4(5− 4ρ)2
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E` interessante studiare l’andamento del rischio minimo in funzione
della correlazione
σ2 =
w21
16
+
w22
4
+
ρ
4
w1w2
con
w1 =
2(2− ρ)
5− 4ρ , w2 =
1− 2ρ
5− 4ρ
Si trova
σ2 =
(1− 2ρ)2
4(5− 4ρ)2 +
(2− ρ)ρ(1− 2ρ)
2(5− 4ρ)2 +
(2− ρ)2
4(5− 4ρ)2
semplificando
σ2 =
1− ρ2
4(5− 4ρ)
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-1 1
Ρ
Σ
2
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-1 1
Ρ
Σ
2
dσ2
dρ
=
2ρ2 − 5ρ+ 2
2(4ρ− 5)2
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-1 1
Ρ
Σ
2
dσ2
dρ
=
2ρ2 − 5ρ+ 2
2(4ρ− 5)2 > 0 ⇐⇒ −1 < ρ <
1
2
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-1 1
Ρ
Σ
2
dσ2
dρ
=
2ρ2 − 5ρ+ 2
2(4ρ− 5)2 > 0 ⇐⇒ −1 < ρ <
1
2
ρ =
1
2
e` la correlazione che genera il rischio massimo che va evitata
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Usando la formulazione generale
σ2 = σ21w
2
1 + σ
2
2w
2
2 + 2ρσ1σ2w1w2
con portafoglio di minimo rischio
w1 =
σ2 (σ2 − ρσ1)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
, w2 =
σ1 (σ1 − ρσ2)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
,
Si trova il rischio ottimizzato
σ2min =
2
[
σ31σ
3
2ρ
2 − σ21σ22
(
σ21 + σ
2
2
)
ρ+ σ31σ
3
2
]
(σ21 + σ
2
2 − 2σ1σ2ρ)2
Massimizzando rispetto a ρ, σ2min ricordato che assumiamo σ1 < σ2 si
trova che tale espressione e` massimizzata per −1 < ρ < 1 in ρmax = σ1
σ2
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Esercizio Determinare la correlazione di rischio massimo di un por-
tafoglio costituito da due titoli a1 con σ1 =
1
2 e a2 con σ2 = 1
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Portafoglio a n titoli
Consideriamo il caso in cui in portafoglio ci sia un generico numero n
di diversi titoli. Usiamo il calcolo matriciale.
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Portafoglio a n titoli
Consideriamo il caso in cui in portafoglio ci sia un generico numero n
di diversi titoli. Usiamo il calcolo matriciale.
Matrice (vettore riga 1× n) dei pesi di portafoglio
W = (w1w2 · · · wn)
Matrice (vettore riga 1× n) unitaria
O = (1 · · · 1)
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Portafoglio a n titoli
Consideriamo il caso in cui in portafoglio ci sia un generico numero n
di diversi titoli. Usiamo il calcolo matriciale.
Matrice (vettore riga 1× n) dei pesi di portafoglio
W = (w1w2 · · · wn)
Matrice (vettore riga 1× n) unitaria
O = (1 · · · 1)
w1 + · · ·+ wn = 1 ⇐⇒ O ·W t = 1
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Portafoglio a n titoli
Consideriamo il caso in cui in portafoglio ci sia un generico numero n
di diversi titoli. Usiamo il calcolo matriciale.
Matrice (vettore riga 1× n) dei pesi di portafoglio
W = (w1w2 · · · wn)
Matrice (vettore riga 1× n) unitaria
O = (1 · · · 1)
w1 + · · ·+ wn = 1 ⇐⇒ O ·W t = 1
W t denota la trasposizione matriciale: e` un vettore riga 1× n
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M = (µ1 µ2 · · · µn)
e` la matrice dei rendimenti attesi
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M = (µ1 µ2 · · · µn)
e` la matrice dei rendimenti attesi
C = (cij) ove cij = Cov(Ri, Rj)
e` la matrice (quadrata di ordine n) delle covarianze.
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M = (µ1 µ2 · · · µn)
e` la matrice dei rendimenti attesi
C = (cij) ove cij = Cov(Ri, Rj)
e` la matrice (quadrata di ordine n) delle covarianze. Gli elementi della
diagonale principale di C sono le varianze dei titoli cii = σ
2
i .
C e` una matrice simmetrica cij = cji che assumiamo essere defini-
ta positiva vale a dire tale che tutti i determinanti dei minori di
Nord-Ovest sono positivi (criterio di Sylvester). Equivalentemente
per ogni matrice riga non nulla X = (x1 · · ·xn) si ha X · C ·X t > 0.
In conseguenza di questa ipotesi C e` invertibile
16/23 Pi?
22333ML232
Il rendimento atteso e` espresso in forma matriciale da
µ = M ·W t = µ1w1 + · · ·+ µnwn (re)
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Il rendimento atteso e` espresso in forma matriciale da
µ = M ·W t = µ1w1 + · · ·+ µnwn (re)
Il rischio a sua volta e`
σ2 = Var(w1R1 + · · ·+ wnRn)
=
n∑
i,j=1
cijwiwj = W · C ·W t
(ri)
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Il punto di minimo rischio
Esempio Determinare il portafoglio di minimo rischio per tre titoli
a1, a2, a3 la cui matrice di covarianza e` C =

1 0 0
0 2 1
0 1 3

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Il punto di minimo rischio
Esempio Determinare il portafoglio di minimo rischio per tre titoli
a1, a2, a3 la cui matrice di covarianza e` C =

1 0 0
0 2 1
0 1 3

Possiamo o applicare la formula (σmin) o risolvere il problema con il
metodo dei moltiplicatori. Per semplicita` di scrittura pongo W =
(x y z) vettore riga con x+ y + z = 1 e quindi
σ2 = W · C ·W t = x2 + 2y2 + 3z2 + 2yz
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Risolvo il problema con i moltiplicatori cercando di minimizzare σ2
con il vincolo x+ y + z = 1. La funzione Lagrangiana e`
L(x, y, z;m) = x2 + 2y2 + 3z2 + 2yz −m(x+ y + z − 1)
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Risolvo il problema con i moltiplicatori cercando di minimizzare σ2
con il vincolo x+ y + z = 1. La funzione Lagrangiana e`
L(x, y, z;m) = x2 + 2y2 + 3z2 + 2yz −m(x+ y + z − 1)
Le condizioni di stazionarieta` sono
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0
x+ y + z = 1
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
2x−m = 0
4y + 2z −m = 0
2y + 6z −m = 0
x+ y + z = 1
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
2x−m = 0
4y + 2z −m = 0
2y + 6z −m = 0
x+ y + z = 1
=⇒

x =
m
2
y =
m
5
z =
m
10
x+ y + z = 1
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4y + 2z −m = 0
2y + 6z −m = 0
x+ y + z = 1
=⇒

x =
m
2
y =
m
5
z =
m
10
x+ y + z = 1
=⇒

x =
5
8
y =
1
4
z =
1
8
m =
5
4
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Il punto di minimo rischio
Indichiamo questo punto con (σmin, µmin). L’obiettivo e` trovare i pesi
del portafoglio (nell’iperpiano dei pesi) che generano questo punto. I
pesi cos`ı determinati si utilizzano nelle formule che esprimono σ e µ.
Per la determinazione dei pesi ottimali si usa il teorema dei moltipli-
catori di Lagrange.
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Il punto di minimo rischio
Indichiamo questo punto con (σmin, µmin). L’obiettivo e` trovare i pesi
del portafoglio (nell’iperpiano dei pesi) che generano questo punto. I
pesi cos`ı determinati si utilizzano nelle formule che esprimono σ e µ.
Per la determinazione dei pesi ottimali si usa il teorema dei moltipli-
catori di Lagrange.
Teorema
Nel portafoglio con minimo rischio i pesi sono dati da
W =
1
O · C−1 · Ot O · C
−1 (σmin)
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Per Applicare la formula (σmin) devo calcolare l’inversa della matrice
delle covarianze
C−1 =

1 0 0
0 35 −15
0 −15 25

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Per Applicare la formula (σmin) devo calcolare l’inversa della matrice
delle covarianze
C−1 =

1 0 0
0 35 −15
0 −15 25

Poi devo calcolare
O · C−1 ·Ot = (1, 1, 1) ·

1 0 0
0 35 −15
0 −15 25
 ·

1
1
1
 = (1, 25 , 15) ·

1
1
1

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Per Applicare la formula (σmin) devo calcolare l’inversa della matrice
delle covarianze
C−1 =

1 0 0
0 35 −15
0 −15 25

Poi devo calcolare
O · C−1 ·Ot = (1, 1, 1) ·

1 0 0
0 35 −15
0 −15 25
 ·

1
1
1
 = (1, 25 , 15) ·

1
1
1

dunque O · C−1 ·Ot = 1 + 2
5
+
1
5
=
8
5
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Infine osservato che O · C−1 = (1, 25 , 15) ho che
W =
1
O · C−1 ·Ot O · C
−1 =
5
8
(1,
2
5
,
1
5
) = (
5
8
,
1
4
,
1
8
)
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Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre
titoli a1, a2, a3 la cui matrice di covarianza e` C =

1 12 1
1
2 2 1
1 1 3

e` W = (
4
5
,
4
15
, − 1
15
)
